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(� ������ ��� �� �� ���� ����� ���� �� ������� 1 � ���)� T �� �������� �� '��
�� �� �������
�

� ���)� T � �� ������� FD(T )�

*� ����� �� ������� FD(T ) �� �������� ����� ����� ���� �$$$�� +���� ��� �������
��

�����������

• FD(0) = 1

• FD �� ���������
�

#,� ����� ����� �� �������&
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-��������� ��� FD(2) > FD(1)�

• .���� �� ���� ����� ���� ��� ���)� ��� �/���

• $����� �� ���� ����� ���� ��� ���)� �� �/��

(� 
����� 0� ��� �������� ��
�� ��� I0 = FD(2) − FD(1)� ��� ���
���� ����
����

(� 
����� 1 ������ �� ���� �� 1� *� ����� �� �� ������������������

(� 
����� 2� ���� �� 1 ��� �������� � �� ���� �� ��������� ��� ���� �� ���)� ��� �/��� (� ��
�

�����
� �� �������� ��� 
���� ��� ������������ � �� ����� ��� I0�

$�� �� ���������� ������� �� 0 �� �������� �� �������� �����
�)��� 	�
� �� �� ����
�����

*�� �������� ����������
�� �� �����
�� ��� ����
�� ����
�������� �� ����
����� ��0 ��� ��

����
���� �� ��� FD(2) > FD(1) 
���� ��� ��� '����� �� ���� ��� FD(2) ≤ FD(1)�
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-��������� ��� FD(2) ≥ FD(1)�

• .���� �� ���� ����� ���� ��� ���)� ��� �/���

• $����� �� ���� ����� ���� ��� ���)� �� �/��

(� 
����� 0� ��� �������� ��
�� ��� I0 = FD(2) − FD(1)� ��� ���
���� ��1����
����

(� 
����� 1 ������ �� ���� �� 1� *� ����� �� �� ����� �� �� ������
� � �� �/� ��� ���� ��


��� �� ��
��	� r �2����
���3�

(� 
����� 2� ���� �� 1 + r ��� ������ ���� 1 �� ��������� ��� ���� ����� ���� ��� ���)� ���

�/�� � �� ����� ��� r� (� ��
� �����
� �� �������� ��� 
���� ��� �������������

,� ������ ��� �� ���������� ������� �� 0 �� �������� �� �������� �����
�)���� $��� ��
�

����
���� �� ����� ����
��� ��������� ��� FD(2) < FD(1)�
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(� ���� ��� �� ��
�� ��� ������� �� 45�666 � ���������� �� ������� �� 766�666�

$��
���

• �� ���� ����� ���� ��� ���)� �� �/� � ������� 45�666

• �� ���� ����� ���� ��� ���)� ��� �/�� � ������� 45�666 8 766�666

(�
� ���
��� 
���� ��� ������ ����� �� ���� ��� �� ���� ���� -� �������� ���
��� �� ������������

+���� ��� ����� �� ����� ��� �� ���� ���� ,� ������ ��� �� ����� ��� ���� ��� �� �� ����� ��

�� ���
��� �� �����������

45.000 × FD(1) + 945.000 × FD(2).

(� ������ �� ����� ��� ���� �� ���������
� �� ���� �� ��� ����� ������
�����
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#$��� ������� ��� �� ���
��� �� ����������� � �� ���� 
����� ��� 
���� �� ����� �����&

-�� ��� �������� .���� $��
��� '���� ����� ��� .���� 9��� ����
��0� ��� ����
������ ��

����
����

• .���� �� ���
���

• $����� �� ����

:�� �������� ��
�� ��� ����
����� ��� ��� ����� ��� ���� �������� ���� ����� ��� ����� �� ��

���
��� �������� ; ���������
� �� �������� ��� 
���� ��� ������������ � �� ����� �� ��������

����� � �� ��'������� �� ��������

#< �� .���� $��
��� '���� ����� ��� .���� 9���&
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;������� �� �����
� ��� �� ������ �� ����� (� ���� ���� �� ���� �� ���� ������� �� 
���

�� ������� ����� � ������ ��� ������� ����� ������������

(� ���� ��
��
� �� ��
�� ���� �� (������ =: ���� ���� ����� � �������� �� ������� �� 766�666

� ���������
��

!������� �� ���� �� ����� � ���������
�

• $����� �� ���� ����� ����� ������� 766�666� ���������
� �� �/� � ������

• .���� �� ���� ����� ����� ������� 766�666� ���������
� ��� �/���

#>����	 '�������&

,��
�� �� �� �/� � ����� ������ 766�666 ��� ���� ����� ���� ��������� ?�����
� ��
�

���
���� �� �� ������
� � ���� ����� ��� ���� �� (������ =: ��� �����
�� ,��
�� �� ����

����� ������ 766�666 �� ������� �%� �� ����� ��������� >��� �� ������� �� ��������� ���

���� ����� ���� ������� � �� ����� ��� �� ����� ���������
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,� ��
� ����� �� ����� ��� �� ���� ����� �������� �� �� ��'������� �� ��� ������� �� ��� �����

����� ���� ��� ��� ����������� �� ������ � �
�� �� �� ��� ������� �������������
��

(� ����� 
�
�� �� ��� ������� �� �� ���� ��

900.000 × (FD(0) − FD(0.5))

900.000 × (FD(0.5) − FD(1))

900.000 × (FD(1) − FD(1.5))

900.000 × (FD(1.5) − FD(2))

(�
� ���� 
���������� �� ������ �

900.000 × (1 − FD(2))

#< �� ����� ��� ������� � ���������
�& (� ���������
� 900.000 × FD(2)�
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@���� ���������� �������� ��� ����� ��� ���� ��
��
� ������ ���� ����� ����� ����� (� �����


�
�� �� �� ���
��� �� ����������� �� �� ������������� �� ��� ���� ��
��
�� ��

900.000 × ((1 − FD(2)) + FD(2)) = 900.000

���������� �� �
����

-� �� ����� 
���� �� ������ �� k ��� ������ �� (������� �� ���� ��
��
� �� ����� �����������

�� �� ���� ��
��
� ��� ������ 0 � ��� �������� �� ����� ���� k�

@���� ���
� ��� �� ������ ������
� �� ����� �� �������� (� ������� ������
�� ����� ��� �� ��

���� ���� �� ������ ������
���� �� �������� �� ������
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(� �� ���� ��
��
� �� ����� ���� �� ������� '�
��� �� ������
� ����� ���� �� �� ���
�� ��

����� �������� ��� �� ���������
� �� ����� ����� ���� ���� (� ������ ������ ������������

�� ����� '�
��� �0 ������� �� ����� ����

(� ����� ��� ��� ����� ��� ����������� �� ������� [T, T + ∆T ] ��
FD(T ) − FD(T + ∆T ) = FD(T + ∆T )

(
FD(T )

FD(T + ∆T )
− 1

)

= FD(T + ∆T )∆T
1

∆T

(
FD(T )

FD(T + ∆T )
− 1

)

*� ���
���� RT =
1

∆T

(
FD(T )

FD(T + ∆T )
− 1

)
�� �������� 
��� '��A����

(� ����� ��� ��� ����� '�
��� �� FD(T + ∆T ) ∆T RT .
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(� ����� ��� ��� ����� ��
��
� '�
��� �� ���������
� � �� �� �� ����� ��� �� RT ∆T ��


����� T + ∆T �

,� ��
� ������� ������� �� ���� ��
��
� ���� � ��� ������� �� ���������
� � ������� �� ����

��� ���� ��� �������� �� ������� ���� ��
��������� ��� ��� 
���� '��A����

*�� 
���� '��A��� �� ��� ����� ��
������ ����������� ��
�)�� �����
����
� �� ������� � 
���	�

�� ��� B ��A��� !�
� ;�������
�C � !;� � ��� �A��� ������
����

.������ �� ���� �� ������
�� ��� �� $$$ ��� ����� '��A��� �D� �������
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• ?��
�����
�� �%����� ��� ������ �� �������

���� ����� ����� �����

• $��
��� �� �����������

• "�1����
����

⇓

>����� �����
���� �� �
�� ��
���
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E����� ������� ��� ������ ���
�� �� 
��� ����� ���� ������ ���� ��� �� ������ ��� ��� � ������

(�
� 
��� �� ���
��
� �� ����� �� '��A��� ����� �� �������

K F �� ������ ���
��� ��� ��� ��� � ����� ���
�� �� 
��� ������

FD F �� '��
�� �� �������
� � 
��� �����

S0 F �� ������ �� �� ������ ���

S F �� ������ �� �� ������ ���
�� �� 
��� ����� ���� �������
��

#$�%�
� �����0� ����� ��� ���� ��
� ���
��
�&
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*�� G����� ����� ��� '��A��� �� ��
��������� � ���������
�� (� ���� ��
� �� ��� �����
� ��

S − K ����� H� ������ ��� ������ �� ����� S��

$��
��� �� �����������

• ��� ������ ��������

• �� ���� ����� ���� �� ������� K � ���)� 
��� ����� �������

(� ���
� ������� �� S0 − K × FD�

; ���������
� �� ����� �� ������ � �� ������ - � �� ���� �� ������� K ��� ���� �� ���� ��
�

�� S −K� �� ����� ��� �� ��� '��A���� $��� �� ��� ����� ��
��������� �� ���
��� � �� '��A���


����� ��� ������ ����� �� ��� �������� �� ����
����� ��� ������� ��������� 
����� ��� ���������

.���� ��� ��� '��A��� = S0 − K × FD.

���	
 #���� ����� ��� ���
�����
�� !������ ���� �������� �� $��%���& �� ����'� � �� !��� ���'�

����
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(� ����� �� K ��� �� �� ����� ��� �� 0 �� '��A��� �� ������ ���� �� ������ '��A��� �� ��

������

Sfwd = S0/FD.

 �
� �� ������ �������

,��
�� �� 
��� ����� ��� � ������� I�666�666 �� ������� � ��� � ������ ������
����� � ������

E����� ���
������ ���
�� ��������
�� �������� ��� 
��� �� ������ ������ ��� �� 
��� ��

������ ��� �� �������% ���
�� �� 
��� ������ (�
� 
��� �� ���
��
� �� �� '��A��� ����� 
��� ��

�������

K F �� 
��� �� ������ �����D���� ���
��� ���� ���
�� �� 
��� �����

FX0 F 
��� �� ������ �����D���� ��� ������ �� �� ����� �� ������

FD$ F �� '��
�� �� �������
� � 
��� ����� �� �� ����� �����

FDe F �� '��
�� �� �������
� � 
��� ����� �� �� ����� ����

; ���������
� ��� '��A���� ���� 1.000.000 ������� � ������ 1.000.000 × K ������
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• �� ���� ����� ���� ������� �� ������� 1.000.000 ������� � ���)� 
��� �����

• �� ���� ����� ���� �������� �� ������� 1.000.000 × K ����� � ���)� 
��� �����

(� ���
� ������� �� ��
� ���
���� �� ������ �� 1.000.000×K×FDe−1.000.000×FD$×FX0�

?���� ��� ��
��� �� ����� ��� '��A��� �������� ��� �� ����� ������� �� �� ���
���

.���� ��� ��� '��A��� = 1.000.000 × K × FDe − 1.000.000 × FD$ × FX0

(� ����� �� K ��� ���� ��� �� ������ ��� ��� 0 �� �������� 
��� �� ������ '��A���

FXfwd =
FD$ × FX0

FDe
.
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*�� '��A���� ��� �������� ����������� �� ��������� ���
��
�� ��� ����� �� '������ ���

������
�����
� �� ���G� ��������
��

�� �������� ������� �� �� ���
��
� ��� ���� � ���������
� T ��� ���
���� G(ST )� �����

ST �� �� ����� �� ��� ��������
� S �� 
����� T �

(� �� ���� ��� '��A���� G(ST ) = ST − K

Subyacente

P
ag
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0
K
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� ��� ���� G(ST ) = max(0, ST − K) :
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� ��� ���� G(ST ) = max(0, K − ST ) :
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�
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$�� ��� ���� � ��� ��
 �� ������� �� '��A����

?�������
�� ��� ��� ���� � �� '��A��� �� ����� �������� �� ��
�

(� '��A��� �� ������� ��� �� ��������
� � �� ���� ����� �����

(� ��������
� �� ���������
�� �� ���������
� � ��� ���� ��� �
��J� 0�

,� ���� ��� �� ����� �������� �� ��
 ��� ��� ����� � �� ���� ����� �����

��
������� 
�"�� "��������

$�������� �������� ������� ���� ���� �� ������ �� 
��)�� �� ����� �������� ��� ��� ���
��� ��

����� � �� ���� ����� �����

$��� ��������� '������ �� ����� ��������� ��� ��� '������ ������ � 
��)��� ��������� ��������

������� �� ����� �������� ��� �� ��������� ������� ��� ��� ���
��� �� ����� � �� ���� �����
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��� �� ����� � �� ���� ����� ���� ������� �������� ��������� �������� ��������

,� ��
� ������� ������� ������� �� �������� ������� �� '������ �� ������� �� ����� � ������

-�� �������� �� ������� ������� ��� �����

(� ��� �������� ��� ����� ���
� ���
� ������ �� ���
��� �� ������������ ��� ��) ���
���� ��

�� 
��� ���
� ���������
�� K�
� �� ����������� ��
%
����

:���� ��
����� (� ��������� �������� ��� ���� ��
%
������
��

,�� ���������
�� ������ ���� ����� �������� � ������� ��� ����

• �� ������ �� ��������� ��� ��������
�
• �� ������
�� �� ���
��� ���%���� �� ��� ���
��� �� �����������
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(� ������ ��� ����� ��� ��������
� �� �� ��
������ �� 
����� ∆T �� ∆S�

(� ������ 9���J1-������ ��

∆S

S
= µ ∆T + σ

√
∆TZ,

����� Z �� ��� ������ �� ����� 0 � ������)� 1�

(� ���������
� �� ���� ���
� �� ��� �������� ������ �� ����� µ∆T � ������)� σ2∆T �

(�
� ������� �� ����� :�������
� 9��A����� L���	
����� -� ������
�� �� �� :�������
�

9��A������
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S0

uS0

dS0

u2S0

udS0

d2S0

u3S0

u2dS0

ud2S0

d3S0

u4S0

u3dS0

u2d2S0

ud3S0

d4S0

(� ���� ����� �� ��������
� ���� ����� 
���� ��� ������� �� �� ������� ���
� 
��������

*� ��������� ��� ��������
� �� �� %���� �� ��� ����� ������������ ������
� �� �� ���������

9���J1-�������
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S

S(1+k)

S(1-k)
1-p

p

(������� �� ������������ p � �� ����� k �� ���� ��� �� ����� � �� ������)� ��� ���������
� ��

���� ���
� ���� ������� � ��� ��� ������ 9���J1-������
k(2p − 1) = µ ∆T

k24p(1 − p) = σ2 ∆T

*�� ���������� ���

k ≈ σ
√

∆T p ≈ 1
2

+
µ

2σ

√
∆T
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����� � ��� ����� ���

��������
�� #$�%� �� �� �������� ��
�� �� ����� �� �� ���� � ��� ������� �� ��� ��� ����� �����&

V

V+

V-
1-p

p
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��� ��� �������� ��� ������� ��� ���
�����
� �� ��� ��� ����� ������ >��

�������� �� ����
����� �� ����� ��� ���
�����
� � �� �� �� ���
��� 
����%� ��� ��������� �� ��

���� ���������
>������ ��� 
���� �� ��
��	� � ����� ���� ���������� �� ����������

$��
��� �� �����������

• �� ���� ����� ���� �� ���)� ∆T � ������� β

• α �������� ��� ��������
�

-� ����� ����� �� β FD + αS = β + αS�
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,��
�� �� ∆T � �� ����� �� �� ���
��� �� β + αS(1 + k) �� �� ���� �������� � β + αS(1− k)

�� �� ���� ��'������

!��������� �� ���
��� ������

β + αS(1 + k) = V +

β + αS(1 − k) = V −

� ���
�
����� ��� ������� �� α � β �� �� ����� ������� �� �� ���
��� ���� ��
���� �� ����� ���

���
�����
� �� �� ���� �������

V =
V + + V −

2
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�� � ��� ���

������� ��������
�

V

V+

V-

1/2

1/2

(�
�� ��������������� ��� ������ ��� �������
� �� �������� �� ����
����� �� ���������
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;���� ��������� �� ���� �� �� %���� ����)���� ��� �� ���������
� ������ ��������� �� �����

������ �� �� ����� � ����� ����� �
�%� ���
� �� ���� ��0) ��� %����� �����
� �� ��� �����������

�� ����� ��� �� �� �����

(� ����� ��� �� �� �������� ������ ���
�� �� ��� ������� � ���������
�

1
24

4
24

6
24

4
24

1
24
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*�� �������������� B������C �� S

p4

4(1 − p)p3

6(1 − p)2p2

4(1 − p)3p

(1 − p)4
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9��� �� ������������ ������ ���
�� �� ����� ��� ���
�����
� �� ��� ���
������ �� ����� �� ��

���� �� �� �������� �� ��� ������� '�
�����

(� ��������
� 
����	� �� ���
������ ���� �� ������������ ������ ���
��
1
2
S(1 + k) +

1
2
S(1 − k) = S

�������� �� ������� �� ��� ������� ��������� ��
% ����� �� ����
���� ��� � ���� ��� ����
�

��� ������������ 
�� ��� 
���� ��� ���
�����
�� ��� ���
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(� �� ����� ������ ���
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�

∆S

S

�� ���� ���
� �� 0 � �� ������)�

�� σ2∆T  2 �� ������������ �� ������3
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� �� �����������
� �� �� ������ ��� ��������
�

*� ���
���� µ/σ ��� ��
�� �� -������ �� ��� ������ ��� ������ �� �� ��
���� (� �� �����

������ ���
�� ��
� ��
�� �� 0 �� ���0 �� ������ B������ ���
��C�
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� ����� ����� ������� ��� ��� 
���� �� ��
��	� ��
%� �� ���� ����  , ��� 
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-� �� ����� �� '��
���� �� �������
� �� FD(T ) � ��� ����%�� �������� ��� ��� 
���� '�
����

��� ��� 
���� '��A��� �� ��
� ����� ��� ������� ��� '��A����� �� ��� �����
������� �� 
�����

����� �� ���
������ �� �� �� ����� ��� ���
�����
� ���� �� ����� ������
��� ��� ���
�����
�

FD(T )V (T )�

(� ����� ��� �� �� �������� ������ ���
�� �� ��� ������� ������
���� � ���������
�

���������
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� ��� ����&
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� � �� ���� ����� ���� ��� ������
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���� ��� ���� ����
� �� ���� ������� 
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